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ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА
Курс «Дифференциальные уравнения» знакомит студентов с основными методами интегрирования и исследования дифференциальных уравнений, а также с методами построения дифференциальных моделей детерминированных процессов, выработке у студентов понимания того, как методы и приемы математики находит себе приложения не только в различных областях науки и техники, но и в социальной сфере, биологии, химии и т.д. 

Для усвоения курса необходимы сведения из курсов "Математический анализ", "Алгебра", "Линейная алгебра", "Аналитическая геометрия". Курс "Дифференциальные уравнения", в свою очередь, является базовым для изучения дисциплин «Теория вероятностей и математическая статистика», «Функциональный анализ и интегральные уравнения», «Методы оптимизации», «Уравнения в частных производных», а также при изучении ряда специальных дисциплин. 


В результате изучения курса "Дифференциальные уравнения" студент должен не только усвоить основные приемы интегрирования дифференциальных уравнений и систем таких уравнений, изучить основные положения теории этих уравнений, но и осмыслить возможность использования аппарата дифференциальных уравнений при решении прикладных задач, в частности  экономических. С этой целью на  практических занятиях необходимо уделять внимание моделированию простейших процессов из различных направлений человеческого знания.

Общее количество часов – 245; аудиторное количество часов – 136, из них: лекции – 56 часов, практические занятия – 68 часов, самостоятельная управляемая работа студентов – 12 часов. Форма отчетности – зачет, экзамен.
Содержание учебного материала
Раздел 1 Элементарные методы интегрирования дифференциальных уравнений

Тема 1.1 Основные понятия теории дифференциальных уравнений
Понятие дифференциального уравнения и его порядок. Решение и общее решение дифференциального уравнения. Поле направлений. Изоклины. Задача Коши и граничные задачи для дифференциальных уравнений. Принципы составления дифференциальных уравнений.
Тема 1.2 Простейшие уравнения первого порядка
Определение уравнения с разделяющимися переменными. Методика интегрирования дифференциального уравнения с разделяющимися переменными. Особые, частные решения и составные решения дифференциального уравнения. Однородные дифференциальные уравнения. Уравнения, приводящиеся к однородным.
Тема 1.3 Линейные дифференциальные уравнения и уравнения, приводящиеся к линейным

Линейное дифференциальное уравнение первого порядка. Принцип суперпозиции для линейного однородного уравнения. Структура общего решения линейного неоднородного дифференциального уравнения. Уравнение Бернулли. Особые решения уравнения Бернулли.
Тема 1.4 Уравнение Риккати


Определение и свойства уравнения Риккати. Интегрируемые случаи уравнения Риккати. Структура общего решения уравнения Риккати.  Канонический вид  уравнения.
Тема 1.5 Уравнения в полных дифференциалах.
Интегрирующий множитель
Различные формы записи дифференциального уравнения. Интегрирование уравнения в полных дифференциалах. Задача Коши для уравнения в полных дифференциалах. Понятие интегрирующего множителя. Теорема о существовании  и неоднозначности интегрирующего множителя. Способы отыскания интегрирующего множителя.
Тема 1.6 Применение дифференциальных уравнений к построению простейших экономических моделей
Уравнение Мальтуса как модель естественного роста выпуска продукции. Уравнение динамики инфляции. Модели взаимодействия реального и финансового рынков, воспроизводства национального дохода, экономического роста.

Тема 1.7 Существование и единственность решения задачи Коши
Геометрический смысл дифференциального уравнения. Ломаные Эйлера. Метод последовательных приближений. Теорема Арцеля. Метод Пеано доказательства существования решения задачи Коши. Продолжимость решений.  Теорема Осгуда.
Раздел 2 Некоторые методы интегрирования дифференциальных уравнений

Тема 2.1 Уравнения первого порядка, неразрешенные относительно производной
Сведение к уравнениям, разрешенным относительно производной. Общий метод введения параметра. Особенности постановки задачи Коши. Уравнение Лагранжа. Уравнение Клеро. Задача об изогональных траекториях.

Тема 2.2 Уравнения, допускающие  понижения порядка

Решение, общее решение, задача Коши для уравнений высших порядков.  Уравнения, содержащиеся только независимую переменную и производную порядка n. Уравнения, не содержащие искомой функции и последовательных первых производных. Однородное уравнение. Уравнения, не содержащие независимой переменной.

Раздел 3 Общая теория линейных дифференциальных уравнений n-го порядка

Тема 3.1 Линейные уравнения n-го порядка с переменными коэффициентами

Общие свойства линейных уравнений. Теорема существования и единственности решения задачи Коши. Принцип суперпозиции для линейных однородных уравнений. Линейная независимость функций. Вронскиан. Необходимое и достаточное условия линейной независимости функций. 
Тема 3.2 Структура общего решения линейных однородных уравнений
Необходимое и достаточное условия линейной независимости решений однородного уравнения. Формула Остроградского - Лиувилля. Фундаментальная система решений, теорема ее существования. Построение общего решения.
Тема 3.3 Линейные неоднородные уравнения n-го порядка

Связь с однородными уравнениями. Структура общего решения. Принцип суперпозиции. Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа).
Тема 3.4 Линейные уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами

Случай действительных и различных корней характеристического уравнения. Случай комплексных корней характеристического уравнения. Случай кратных корней характеристического уравнения. Уравнение Эйлера.
Тема 3.5 Колебания материальной точки
Гармонические колебания. Затухающие колебания. Уравнение колебаний в среде без сопротивления с синусоидальной внешней силой. Уравнение колебаний при наличии сопротивления и с синусоидальной внешней силой. Колеблемость решений линейных уравнений второго порядка. Теорема Штурма
Раздел 4 Системы линейных дифференциальных уравнений
Тема 4.1 Линейные однородные системы

Теорема существования и единственности решения задачи Коши для линейных систем (формулировка). Свойства решений однородной системы.  Формула Остроградского - Лиувилля, Якоби. Фундаментальная система решений и общее решение.
Тема 4.2 Линейные неоднородные системы

Структура общего решения. Принцип суперпозиции. Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа). Формула Коши.
Тема 4.3 Линейные однородные системы с постоянными коэффициентами. Метод Эйлера
Случай действительных и различных корней характеристического уравнения. Случай комплексных корней характеристического уравнения. Случай кратных корней характеристического уравнения.
Тема 4.4 Решение однородной линейной системы в матричной форме

Функции от матриц. Матричная экспонента. Матричное уравнение. Приводимость по Ляпунову. Случай Лаппо-Данилевского. Интегрирование однородной линейной системы с постоянными коэффициентами матричным методом. 

Раздел 5 Системы дифференциальных уравнений
Тема 5.1 Нелинейные  системы дифференциальных уравнений

Системы в нормальной и симметричной форме. Задача Коши. Механическое и геометрическое истолкование решения нормальной системы. Достаточные условия существования и единственности решения задачи Коши. Понятие фазового пространства

Тема 5.2 Интегралы систем дифференциальных уравнений

Производная в силу системы. Первые интегралы и их применение Стационарные первые интегралы нестационарных систем и стационарных систем.
Тема 5.3 Базис первых интегралов дифференциальной системы
Множество первых интегралов дифференциальной системы. Структура множества первых интегралов. Теорема о базисе. Построение базиса во множестве первых интегралов.

Тема 5.4 Симметрические системы

Переход от системы в нормальной форме к системе в симметричной форме. Особенности симметрических систем. Первые интегралы симметрических систем. Геометрический смысл симметрических систем.

Тема 5.5 Голоморфные решения дифференциальных уравнений и систем
Линейные уравнения с голоморфными коэффициентами. Формальные степенные ряды и формальные решения. Существование голоморфных решений. Уравнение Бесселя. Теорема Коши (формулировка и этапы обоснования)
Раздел 6 Качественные методы исследования решений дифференциальных уравнений и систем

Тема 6.1 Устойчивость решений по Ляпунову

Определение устойчивости решений по Ляпунову. Асимптотическая устойчивость. Исследование устойчивости нулевого решения с помощью системы первого приближения. Метод функций  Ляпунова 
Тема 6.2 Исследование линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

Зависимость решений от начальных данных. Устойчивость и асимптотическая устойчивость решений по Ляпунову. Критерий Рауса-Гурвица.
Тема 6.3 Фазовая плоскость двумерной линейной автономной  дифференциальной системы


Свойство решений системы. Понятие траектории. Свойства траекторий. Геометрическая интерпретация системы, решений и траекторий.
Раздел 7 Уравнения в частных производных первого порядка

Тема 7.1 Линейное однородное уравнение в частных производных первого порядка

Связь между линейным уравнением в частных производных и симметрической системой. Построение общего решения линейного однородного уравнения. Различные задачи для однородного уравнения. Задача Коши.

Тема 7.2 Линейное неоднородное и квазилинейное уравнения в частных производных первого порядка

Построение общего решения. Особые решения. Задача Коши. Интегральные кривые и интегральные поверхности.
УЧЕБНО-МЕТОДИЧЕСКАЯ КАРТА ДИСЦИПЛИНЫ

	Номер раздела, темы, занятия
	Название раздела, темы, занятия;

перечень изучаемых вопросов
	Количество аудиторных часов
	

	
	
	лекции
	практические

занятия
	лабораторные занятия
	Контролируемая самостоятельная

работа студентов
	материальное обеспечение занятия
	литература
	формы контроля знаний

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	Элементарные методы интегрирования дифференциальных уравнений
	14
	18
	
	2
	
	
	

	1.1
	Основные понятия теории дифференциальных уравнений
1. Понятие дифференциального уравнения.

2. Решение и общее решение дифференциального уравнения.

3. Задача Коши и граничные задачи для дифференциальных уравнений.

4. Принципы составления дифференциальных уравнений.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
	

	1.2
	Простейшие уравнения первого порядка

1. Уравнения с разделяющимися переменными.

2. Однородное уравнение.

3. Простейшее уравнение, приводящееся к однородному.

4. Обобщенное однородное уравнение.
	2
	4
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5] 
	

	1.3
	Линейные дифференциальные уравнения и уравнения, приводящиеся к линейным

1. Принцип суперпозиции для линейного уравнения. 
2. Общее решение линейного уравнения.

3.  Уравнение Бернулли. Особые решения.

4.  Уравнение Дарбу.
	2
	4
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
	

	1.4
	Уравнение Риккати

1. Определение и свойства уравнения Риккати.

2. Интегрируемые случаи уравнения Риккати.

3. Структура общего решения уравнения Риккати

4. Канонический вид  уравнения.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
  [4]
[5] 
	

	1.5
	Уравнение в полных дифференциалах. Интегрирующий множитель
1. Понятие об уравнении в полных дифференциалах.
2. Признак  уравнения в полных дифференциалах.

3. Построение общего интеграла.

4. Интегрирующий множитель.

5. Способы отыскания интегрирующего множителя.
	2
	2
	
	
	
	1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]

	

	1.6
	Применение дифференциальных уравнений к построению простейших экономических моделей

1. Уравнение Мальтуса как модель естественного роста выпуска продукции.
2. Уравнение динамики инфляции.
3. Модели взаимодействия реального и финансового рынков, воспроизводства национального дохода, экономического роста.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
	

	1.7
	Существование и единственность решения задачи Коши

1. Геометрический смысл дифференциального уравнения.
2. Ломаные Эйлера. Метод последовательных приближений.
3. Теорема Арцеля. 
4. Метод Пеано доказательства существования решения задачи Коши.
5. Продолжимость решений.  Теорема Осгуда.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 
	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов
	
	
	
	
2
	
	
	Контрольная работа

	2
	Некоторые методы интегрирования дифференциальных уравнений
	4
	4
	
	2
	
	
	

	2.1
	Уравнения первого порядка, неразрешенные относительно производной

1. Сведение к уравнениям, разрешенным относительно производной.
2. Общий метод введения параметра. 
3. Особенности постановки задачи Коши. 
4. Уравнение Лагранжа. Уравнение Клеро.
5. Задача об изогональных траекториях.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2] 
 [4]
[5]
[6]
	

	2.2
	Уравнения, допускающие  понижения порядка

1. Решение, общее решение, задача Коши для уравнений высших порядков. 
2. Уравнения, содержащиеся только независимую переменную и производную порядка n. 
3. Уравнения, не содержащие искомой функции и последовательных первых производных. 
4. Однородное уравнение. 
5. Уравнения, не содержащие независимой переменной.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]

	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов
	
	
	
	2
	
	 
	собеседование

	3
	Общая теория линейных дифференциальных уравнений n-го порядка
	10
	12
	
	2
	
	
	

	3.1
	Линейные уравнения n-го порядка с переменными коэффициентами

1. Общие свойства линейных уравнений.
2. Теорема существования и единственности решения задачи Коши.
3. Принцип суперпозиции для линейных однородных уравнений.
4. Линейная независимость функций и вектор функций.
5. Необходимое и достаточное условия линейной независимости функций 
	2
	2
	
	
	
	 [1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	3.2
	Структура общего решения линейных однородных уравнений 

1. Необходимое и достаточное условия линейной независимости решений однородного уравнения.
2. Формула Остроградского-Лиувилля.
3. Фундаментальная система решений, теорема ее существования. 
4. Построение общего решения.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	3.3
	Линейные неоднородные уравнения n-го порядка

1. Связь с однородными уравнениями.
2. Структура общего решения.
3. Принцип суперпозиции.
4. Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа).
	2
	4
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	3.4
	Линейные уравнения с постоянными коэффициентами

1. Случай действительных и различных корней характеристического уравнения.

2. Случай наличия комплексных корней характеристического уравнения.

3. Случай наличия кратных корней характеристического уравнения.

4. Уравнение Эйлера.
5. Уравнения с правой частью в виде квазиполинома
	2
	4
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]]
	

	3.5
	Колебания материальной точки 

1. Гармонические колебания.
2. Затухающие колебания.
3. Уравнение колебаний в среде без сопротивления с синусоидальной внешней силой.
4. Уравнение колебаний при наличии сопротивления и с синусоидальной внешней силой.
5. Колеблемость решений линейных уравнений второго порядка. Теорема Штурма 
	2
	-
	
	
	
	[[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов
	
	
	
	2
	
	
	Контрольная работа

	
	
	
	
	
	
	
	
	Зачет

	
	Всего часов за 3 семестр
	28
	34
	
	6
	
	
	


	4
	Системы линейных дифференциальных уравнений
	8
	10
	
	2
	
	
	

	4.1
	Линейные однородные системы

1 Теорема существования и единственности решения задачи Коши для линейных систем (формулировка).

2 Линейная однородная система и свойства ее решений.

3 Формула Остроградского–Лиувилля, Якоби.

4 Фундаментальная система решений, ее существование и общее решение.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	4.2
	Линейные неоднородные системы

1 Структура общего решения.

2 Принцип суперпозиции.

3 Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа).
4 Формула Коши.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	4.3
	Линейные однородные системы с постоянными коэффициентами. Метод Эйлера 

1. Случай действительных и различных корней характеристического уравнения.
2. Случай комплексных корней характеристического уравнения.
3. Случай кратных корней характеристического уравнения.
	2
	4
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	4.4
	Решение однородной линейной системы в матричной форме

1. Матричное уравнение.
2. Случай Лаппо-Данилевского.
3. Интегрирование однородной линейной системы с постоянными коэффициентами матричным методом. 
4. Структура фундаментальной системы решений.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов
	
	
	
	2
	
	
	Контрольная работа

	5
	Системы дифференциальных уравнений
	10
	12
	
	1
	
	
	

	5.1
	Нелинейные системы дифференциальных уравнений 

1. Системы в нормальной и симметричной форме.
2. Механическое и геометрическое истолкование решения нормальной системы. 

3. Условия существов. и единствен. решения задачи Коши.
4. Понятие фазового пространства 
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	5.2
	Интегралы систем дифференциальных уравнений

1. Производная в силу системы.
2. Первые интегралы и их применение.
3. Стационарные первые интегралы нестационарных систем и стационарных систем.
	2
	4
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5],[6]]
	

	5.3
	Базис первых интегралов дифференциальной системы

1 Множество первых интегралов дифференциальной системы.
2 Структура множества первых интегралов.
3 Теорема о базисе.

4 Построение базиса во множестве первых интегралов.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	5.4
	Симметрические системы

1 Переход от системы в нормальной форме к системе в симметрической форме.
2 Особенности систем в симметрической форме.
3 Первые интегралы симметрических систем.
4 Геометрический смысл симметрических систем.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6] 
	

	5.5
	Голоморфные решения дифференциальных уравнений и систем

1. Линейные уравнения с голоморфными коэффициентами.
2. Формальные степенные ряды и формальные решения.
3. Существование голоморфных решений.
4. Уравнение Бесселя.
5. Теорема Коши (формулировка и этапы обоснования)
	2
	2
	
	
	
	1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов
	
	
	
	1
	
	
	Опрос

	6
	Качественные методы исследования решений дифференциальных уравнений и систем
	6
	6
	
	1
	
	
	

	6.1
	Устойчивость решений по Ляпунову

1. Определение устойчивости решений по Ляпунову.

2. Асимптотическая устойчивость.

3. Исследование устойчивости нулевого решения с помощью системы первого приближения.

4. Метод функций  Ляпунова.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	6.2
	Исследование линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

1. Зависимость решений от начальных данных.

2. Устойчивость и асимптотическая устойчивость решений по Ляпунову.

3. Критерий Рауса-Гурвица  
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	6.3
	Фазовая плоскость двумерной линейной автономной дифференциальной системы

1. Свойство решений системы.

2. Понятие траектории.

3. Свойства траекторий.

4. Геометрическая интерпретация системы, решений и траекторий.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов
	
	
	
	1
	
	
	Опрос

	7
	Уравнения в частных производных первого порядка
	4
	6
	
	1
	
	
	

	7.1
	Линейное однородное уравнение в частных производных первого порядка

1 Связь между линейным уравнением в частных производных и симметрической системой.

2 Построение общего решения линейного однородного уравнения.

3 Различные задачи для однородного уравнения.

4 Задача Коши для этого уравнения.
	2
	2
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]
	

	7.2
	Линейное неоднородное и квазилинейные уравнения в частных производных первого порядка

1 Построение общего решения.

2 Особые решения.

3 Задача Коши.

4 Интегральные кривые и интегральные поверхности.
	2
	4
	
	
	
	[1]
 [2]
 [3]
 [4]
[5]
[6]] 
	

	
	Текущий контроль успеваемости студентов
	
	
	
	2
	
	
	Контрольная работа

	
	
	
	
	
	
	
	
	Экзамен

	
	Всего часов за 4 семестр
	28
	34
	
	6
	
	
	

	
	Итого часов:
	56
	68
	
	12
	
	
	


ИНФОРМАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Перечень практических занятий
1 Основные понятия и определения теории дифференциальных уравнений

2 Уравнения с разделяющимися переменными.
3 Однородные и приводимые к однородным дифференциальные уравнения. 
4 Линейные дифференциальные уравнения.
5 Уравнение Бернулли. Уравнение Риккати.

6 Уравнение в полных дифференциалах.
7 Интегрирующий множитель

8 Применение дифференциальных уравнений к построению простейших математических моделей.
9 Понятие о приближенных методах решения дифференциальных уравнений первого порядка

10 Решение уравнений первого порядка в параметрической форме

11 Простейшие методы понижения порядка

12 Линейные однородные уравнения n-го порядка

13 Линейная независимость функций.

14 Линейные неоднородные уравнения n-го порядка

15 Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа).

16 Линейные однородные уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами

17 Уравнение Эйлера.

18 Линейные однородные системы.

19 Линейные стационарные системы. Метод исключения.

20 Линейные стационарные системы. Метод Эйлера.
21 Линейные неоднородные системы. Метод вариации произвольной постоянной (метод Лагранжа). 
22 Решение однородной линейной системы в матричной форме
23 Нелинейные дифференциальные системы.

24 Производная в силу системы.

25 Первые интегралы.
26 Базис во множестве первых интегралов дифференциальной системы

27 Симметрические системы

28 Устойчивость решений по Ляпунову

29 Фазовая плоскость линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
30 Точки покоя двумерной автономной дифференциальной системы
31 Линейное однородное уравнение в частных производных 
32 Линейное неоднородное  и квазилинейные уравнения в частных производных

33 Задача Коши для линейного неоднородного уравнения в частных производных.

34 Обзорное занятие

Формы контроля знаний

1 Контрольные работы

2 Опрос

3 Собеседование
Темы контрольных работ

1 Обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка
2 Линейные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами
3 Линейные стационарные дифференциальные системы

4 Системы дифференциальных уравнений. Уравнения в частных производных 
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